COLEGIUL NATIONAL I Ty
»VASILE LUCACIU”

MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a Xll-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017

CLASA a Vlll-a

Subiectul 1. Fie n € N*si x4, x5, ..., x,, astfel incat [)(1] =n, [Xz] = n+ZL...,[Xn] =2n-1.Prin [a] intelegem
partea intreaga a numarului real a.
a) Aflati cate valori poate lua numarul [X1 + X, +...+ X, ]

b) Determinati n, daca valoarea maxima posibila a lui [X1 + X, +...+ X, ] este 56.

Subiectul 2.

a) Dacd a, b, c € R demonstrati inegalitatea a+b+c <, fB(a2 +b? +¢? )

b) Fie a, b, ¢ € R asfel incat a* +b*+c* =1.
i) Aritati cd dacd m,n, p €{0,1,2}atunci |[ma+nb+ pc| < 23.

i) Ardtati ca exista x, y, z € Z, nu toate nule, cu modulele strict mai mici decat 3, astfel incat

2V3
|xa + yb + zc| < I3

Subiectul 3. Se considera un cerc de raza R. Fie T un punct al cercului si dreapta d tangenta cercului in
punctul T. Pe dreapta d se consideri punctele A si B, de aceeasi parte a lui T astfel incat TA-TB =4R?. Fie
T' punctul diametral opus puctului T. Dreptele AT'si BT' mai intersecteaza cercul in punctele P, respectiv
Q. Demonstrati ca PQ L d.

Subiectul 4. Fie tetraedrul ABCD cu [AB] = [AC] si punctele E € (AB), F € (AC) astfel incat
[AE]=[CF], M mijlocul segmentului [ FE] si N mijlocul segmentului [ AD].
Avratati ca MN || (BCD).

Nota:

1) Timp de lucru 3 h.
2) Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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CLASA a VIl -a

Subiectul 1. . Fie n € N*si xy, X, ..., x,, astfel incat [x,]=n,[x,]=n+1...,[x,]=2n—-1.Prin [a] intelegem
partea intreagd a numarului real a.
a) Aflati cate valori poate lua numarul [X1 + X, +...+ X, ] .

b) Determinati n, daca valoarea maxima posibila a lui [X1 + X, +...+ X, ] este 56.

Solutie:a) n<x; <n+1;n+1<x,<n+2;...;2n—1<x,<2n 1p
nn-—1 nn+1 nn+1 nn-—1
n? ¥Sx1+x2+-~-+xn <n2+¥ $in2+(—)— n2+¥ =n
2 2 2 2
nn-—1 nn+1
= avem n numere intregi intre n2+¥ , oot 1) 2p
k 2 k k
FiekE{0,1,2,...,n—1}.Pentrux1=n+ﬁ,xz=n+1+ﬁ,....,xn=2n—1+a obtinem
, nn-1) . . .
[x; +x,+ - +x,] =n°+ — + k , deci se obtin cele n valori. 1p
b) Valoarea maxima pentru [x1+x2+---+xn]esten2+m—1 1p
nn+1)
n2+T—1=56<:>n(3n+1)=114(:)11:6 2p
Subiectul 2.

a) Dacd a, b, c € R demonstrati inegalitatea a+b+c <, fB(a2 +b? +¢? )

b) Fie a, b, ¢ € R asfel incat a* +b*+c® =1.
i) Aritati cd dacd m,n, p €{0,1,2}atunci |[ma+nb+ pc| < 23.
i) Ardtati cd exista x, y, z € Z, nu toate nule, cu modulele strict mai mici decat 3, astfel incat

|xa + yb + zc| Szlﬁ.

Solutie:

a) Defcé a + b + c este numar negativ inegalitatea este adevarata. 1p
Dacia+b+c=0atuncia+ b +c <+/3(a%+b%2+c2) e a?+b>+c?=ab+bc+ca(d) 2p
b)i)|ma + nb + pc| < m|a| +n|b| + plc| < 2(lal + |b] + |c|) < 24/3(a? + b2 + c2) = 2V/3 2p
i) Avem 27 de sume S = ma + nb + pc,unde m,n,p € {0,1,2} |S| < 2V3

{mpirtim intervalul [-2+v/3, 2v/3] in 26 de intervale de lungimi %E = %E

Din principiul cutiei vor exista 2 sume S; = mya + n;b + p;c si S, = mya + nyb + p,c

situate in acelasi interval = |S; — S,| < % = |(my —my)a+ (ny —ny)b + (p; —po)c| < %

X =mqy—m,,y =Ny —N,,Z = p; — P, verifica cerinta. 2p
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Subiectul 3. Se considera un cerc de raza R. Fie T un punct al cercului si dreapta d tangenta cercului in
punctul T. Pe dreapta d se considerd punctele A si B, de aceeasi parte a lui T astfel incat TA-TB =4R?. Fie
T' punctul diametral opus puctului T. Dreptele AT'si BT' mai intersecteaza cercul in punctele P, respectiv
Q. Demonstrati ca PQ L d.

Solutie:

TT' L d 1p
AATT'~AT'TB (LUL) 2p
m(XTT'A) = m(XTBT') = x; m(XTAT") = m(XTT'B) = 90" —x

m(TQ) = 180" — 2x = m(T'Q) = 2x = m(XT'PQ) = x 3p
m(XTT'A) = m(XT'PQ) =TT’ | PQ = PQ L d 1p

Subiectul 4. Fie tetraedrul ABCD cu [AB] = [AC] si punctele E € (AB), F € (AC) astfel incét
[AE]=[CF], M mijlocul segmentului [FE] si N mijlocul segmentului [ AD].
Avratati ca MN || (BCD).

Solutie:

Fie EP |l AC,P € BC 1p

= AEBP isoscel cu EB = EP dar EB = AF = EP = AF 2p

EP = AF ,EP || AF = AEPF paralelogram 1p
= A, M, P coliniare si M este mijlocul lui [AP] 1p
MN linie mijlocie in AAPD = MN || DP,DP < (BCD) = MN || (BCD). 2p
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